
Vibrotions of Flooting Structures : Chopter. 4

第4章 梁の撓み振動 (連 続体の振動 (そ の2))

この章では,逹統体の振動として, 梁 (缶長いうiド性棒)の撓み振動について解析する。 前章の弦の振動の場
合より,微分方程式の撃 り扱いが多少複維になるが, この梁 (特に,1¬端白由の境界条件を課した場合.)の振動そ―卜

゛

を解析することにより,

船舶に代 表 さ薇 る
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喀 を郷 ることができる

から,船 勇台工学科の学

生にとっては, 足非修

得 して戴 きたい問題で

ある。

y

§4。1 梁の
撓み振動方程式
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ここでは,梁 の振
動方程式を専くため

に, Fむ。4.1 に示す

ように,梁 が撓んだ

状態を考える. 空
間に固定した座標系

0

と して,水 千方向に
F′ο 4 1

χ軸,鉛直上向きに                  
‐・°・・…

ッ軸 を,オ反動する梁

に固定した座標系として,梁 の中性軸 (断 面の図̀む を逹ねた象)に 沿ってξ軸,こ 薇に垂直上向き
にη軸,断面内にζ軸を取る (Fな。4.2).従 って,梁に何の焼みも生じないときは, ξ軸はχ
軸に, η軸は)'軸に,一致することになる. また,梁の撓みによる, ξ幸山の変位置を,(χ ,r)と
するが, この変形によっても, 中性幸占であるξ軸 (工雄には, η=0な るξζ面)は伸び縮みをせ
ず,ま た断面のηζ面は, 変形後も千面を維持し,■
つ, ξ軸と直交するものと仮定する.(こ 薇を,
''3θ

“
θ
“
′′Jの 仮定 "と 呼ぶことは,材料力学で習った

ことで あろう.) なお,解析に当たって,オ尭み は山
げモーメントのみによって生ずるものとする. 蔵密には,
剪断力によっても,撓み山繰に傾斜が生 じるが, 梁が
′口長い (梁 のスハ

°
ンにた して,断 面の深 さが,十 分に小  σ

さい場合.)「風り, この影響は無視できるからである.
ここに ,梁 の単位長 さ当た りの菫 置 を γ ,材 料 の
動″2g率 をEと する.
今, Fな。4.1に 示す向きの曲げモーメントによって, 中性

軸ξ軸を挟んで, η>0な る上の部分は伸び,
η<0 なる下の部 分は′宿むことになる. このとき ,
中性社上のδξの長さが, η=η ではδξ

′
になった

とすると, このとき, ξ軸までの曲率半径をρとす
ると, そのときの伸び∠(δξ)は ,
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となる。 そのときの,歪み ε は,
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となるから,應力σは,材料の/0″4g tt Eを 介して,
_    r
σ=ι ε=,η  ・̈ ・…・・̈ ・・…・…・…・̈ ・̈ ・・・・・・・̈・…………・・・・°・・・̈ (4.5,

となる. ここに, Fig.4.2に 示すように, この曲げ応力のζ軸まわりのモーメントを, ηζ断面に互っ
て積分することにより, 内力としての曲げそ―メントンが,

ルグ=「「 η.σグス= =〈昇「「 η2グηグζ=`平
JJス           
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JJス          
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(4.4)

のように水まる。 ここに,式 ヤの曲率半径 ρ を,ヤ性幸山の撓み変位 Jで表わすことを考 えよう
ここでは,解析の便利のため,オ尭みが下に凸
な場合を考え, Fな。4.3に 示すように, ζ軸
上の点Pに おける接繰の傾斜角をθ, δξだ
け離薇た点 P′ での傾斜角をθ+δθとすると,

その両者の接象と直交す る法繰の交点、0が 山
率のヤ′むとなり, その半径 P「り が山率半径 ρ
である. 幾何学的な関係から,オ夫み角はδθ
となるから,山率半径ρ は,
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となる. したがって,撓みの傾斜が小さい場
合は,上式が示すように,その曲率ルは,撓
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のように,求めたものである
するIIRり ,
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このことから,(4。 4)式 の曲げモーメントン は,′ lヽ撓み IJI≪ 1 を仮定

(4.7)

のように, 書 くことができる。 (こ こまでは,材 料力学の機習である。)な お,式 中の負号は ,
Fな 4.1の ように,曲 げモーメントの向きを正に取った場合, その撓みは上に凸となっていて, ここの図
とはこに, 負の曲率を有するためである。

以上 の準備 を踏 まえて, Fな 4.4に 示すよ うに, ξ とξ+δξ との間にある梁の微小部 分 δξ
を切り出して,運動方程式を立てよう. このときも, 弦の場合と同様, 変位 ,(χ ,′ )が十分小さく
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(IJI≪ 1),梁が鮨長いとす薇ば,梁は上下方向 ()')に のみ運動し, ζ幸山口りの回転運動は,
無視してよい. 実際, そ薇ぞ薇の方向の運動方程式は,

[上下 ()')方 向 ]
γδξ∂
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のようになる. 仁 し, 後者については,断 面の回転運動は無視できることから,カロ速度項はセ゛口と
なり,モーメントは静的に千衡していることになる. 両式をδξで除すことにより,

が

となる. 第 2式 の結果は,定 ′ill問 題としての材料力学
の教えるところであり,剪断力 Fは ,曲 げモーメントン の
微係数で与えら薇ることになる. 従って,式 中の F

ハr
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誌
は,(4.7)式 の関係から,撓み Jを 使 って,
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のように,表わし得る. こ薇は,(4.6)式 により,′ lヽ撓み (IJI≪ 1)の状態では, モ,テ ～1 とな
るから, ξに関する微分をχで置き換えたことによる. ここに,梁の材質と断面形状が,スハ°ン長
′に互って一様であるとす薇ば, 狗

“
4g tt Eと ,断面 2次モーメントノは,定数となって,上式は, そ

薇ぞ薇,
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のように,簡 単になる。
以上の結果, 梁の上下方向の撓み振動方程式は,(4.10)式 の関係を,(4.9)式 の第 1式に採用するこ

とにより,

(但 し,Eノ =Cθ
“
∫″。な場合 ) (4.11)
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となる. 例えば,船体 を梁と几徴 して振動の解析 を行なう際には,曲 げ則性 Eノ は,横断面によっ
て異なり, Eノ は船長方向 χ の関数とな り,解析 は区分的に行なう始姜がある. ここでは, 簡単
のために, Er=Cθれ∫″。とすれば,梁 の全撓み ,(=ッ()+y)に 対する振動方程式は,

r∂
:「孝+EIユ11+γ =0

。 σ″~     σχ・

(仁 し, Eノ =Cθ′2∫′。な一様断面梁 ) (4.13)

のように,書 き表わさ薇る。 以下,梁 の振動特性の概喀を把握することを目的に, この一様断面梁
について考えよう。
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Vibrutions of Floating Structures : Chapter. 4

ここに,梁 の場合も,前章の弦の場合と同様, その自重により,静的な千衡状態において,初期撓
みが存在することを恙薇てはならず,上式ヤの撓み変位 ,(χ ,r)は ,

'(χ

,r)=)'()(χ )+)'(χ ,r)  。・。・・・・000。・・・00・・00000。・000000000000000・・0000000000(4.14)

のように, 初期撓み )。 (χ )に よる定常成分と,オ反動による月期的な変動成分 )'(ム r)の菫畳として

得ら薇るのである. こ薇を,(4.12)式 に代入 して,時 間 rに依存しない項と,依存する項に分けて
表示薇ば,
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を得る. ここに, 第 1項が定常成分, 第2項が変動成分を表わし,
ば,上式を満足させ得るから,

そ薇ぞ薇のおり1鮭 内が セ
゛
口にな薇
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「変動成分 ]
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∂
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∂
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(4.16)

と書ける. まず,(4.16)式 の第 1式 を解くことにより,梁 の初期撓みが求より,第 2式から,オ反動
変位が求よることになる. 実際,定 ′ilケ成分に対する常微分方程式は, χに関して単純に 4階積分
することにより, 簡単に解けて,初期撓みッ()(χ )は ,

)'()(χ )=~互西う要丁χ
4+1テχ3+毛チχ

2+ε
l χ+ε ()

・・0000000000・・・・・・・00000000000000(4.17)

のような 4次曲繰で表わされることが分かる. ここでは,一例として,片 持ち梁の場合を考え,左
端で固定,右端で 自由の条件を設定し, 4個 の積分定数を決定してみる. まず,左端 (χ =0)
で固定さ薇ていることから, χ=0に おいて,オ尭みと, その傾針がセ｀`口であり,

1

l     αy()|     ^
川 ()=司

(=U
の条件を満たすように,未定の積分定数 ε(),ε Iを 決定す薇ば,

ε()=ε l=0  °°°00・・・00。・・・・・・00000000。・・・000000・ 00000・ 0000000・・00000・ 0000000(4.19)

となる。 次に,右端 (χ =′ )で 自由であるから, χ=′ で,内 力としての,曲 げモーメントノ ()と ,

剪断力 F()が生じない ことになるが, その条件 を,(4.7)式 と(4.11)式 の関係か ら, y()に 関して記述

す薇ば,

00・・・ 00。・・・000000000000000000000000000000000・・・ 0000・ 00(4。 18)
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FoL′ =_E′摯 |」` ~`       αχ・
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となるから,未定定数θ2,63は ,
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うノ′
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のよ うに定 よる。

y()(χ )=~面巧夢丁χ
2ぃ 2_4′χ+6″サ

のように,決定さ薇る. また,最大撓み ッ()]
Л4

y()」 仙管=y()」 r=′ =~百互夢丁

0

・・・。・ 0。・・・・・・・・000・ 0000。・・ 0・ 。・。・・・・・・・・・・・・00(4.20)

=0

°°°°°°°°0000000・ 000000。・・・0000000・ 00000000000・ 0000・・・・・・・・・・・・(4.21)

この結果,片 持 ち梁の自菫による初期撓み y()は ,

・ 0000・・・・・00000。・000・ 0000000・ 00000・ 000000(4.22)

は, 自由端 (χ =′ )で 生 じ, その大きさは,

00・ 0・・・ 0・・0000・ 0。 000000000・・ 00・ 。・・・00000000000000000(4.23)

であって,梁 の曲げ岡1′性 Eノ が大きいほど,オ尭みが′lヽ さいことが分かる。 負号は,オ尭みが下方向に
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生 じることを示すものであり,学 生諸君は, この結果が,材料力学の教科書と一致 していることを,
確かめておいて下 さい,

一方,一様断面梁の変動成分 )'(=,一 )'())に 対する撓み振動方程式は,(4.16)式 の第 2式 において,
ル
チ =た
4と置けば,

豊 +た 2虫 =。
d′
4     dχ "

″4∠ (χ≧_雲 /(χ )=。
グχ4     た

∠

三
手
二 なる一様断面梁

。0000・・・・・000000000000・ 000000000(4.24)

但 し, た≡

となり,こ 薇 を解けば,振 動による変位 )'(χ ,′ )が ,水 まることになる
合と異なり, χ に関しては, 4階の偏微分方程式となっている。

仁 し,(3.14)式 の弦の場

§4。2 撓み振動方程式の解法
ここでは,(4.24)式 の振動方程 式を解 くことにより,梁 のオ尭み振動による変位 )'(為 ″)を 定めるこ
とを考えよう。

さて,弦 の場合の(3.15)式 と同様に,オ反動の形を決定するχ のみの正規関数 (Mγ′
'2α

J F“ 4αJθん )

を y(χ)と して,

ッ(χ ,′ )= y(χ )COS(ω″一δ)  00。・・・・・000。 000。 000。・・・0000。・・・・・・・・・・・・・・・・・・・00。 (4.25)

のような, 変数分離形を仮定 して,解 き進めることにする. まず, こ薇を(4.24)式 に代入す薇ば,
/                   ヽ

t―

ωy(χ )+た 一ガ話サ
COS u→ )=0…………………………………(426)

となり, こ薇を時間 ′に拘わらず,`巨午的に満たすためには,

必要があるから, 正規関楼ty(χ )が ,

COS(ω ′ 一 δ )を 除 く 因 数 =セ
゛

口 と な る

(4.27)

を満たせばよいことになる。 この 4階微分方程式の素解として,
y(χ)=R θβr O・ … 。・・0・・・・…・・… …・…・・・・・… … 00・ … … 000000000000¨ (̈4.28)

のような指数関数の形を仮定する. これを,(4.27)式 に代入すると,
〔υ
2

r2
κ

となり,上式を恒千的に満たすためには,括弧内=セ
゛
口とな薇ばよいから,

β
2=士
撃′       κ (4.30)

の関係を得る。 こ薇から, β を求めると,

√預戸

VT
となる. ここに, 式中のJは , J=√三1 で定義される虚数単位である.イ追って,(4.27)式 の一
般解は,上記4個 のβに対する未解の繰型結合として,

y(χ)=RI´
´
+R:ι ~ハ +Rン えr+Rlθ ~′λr ・¨…… … … …… ……… …… …… (4.32)

のように求よる. 式中の Rl,R2'R3'R4は ,任意定‐::にであ る
め, そなぞ薇の未解を,

ここに, 以後の解析の便利のた

β
r

t )

β=± λ,± Jλ

仁し,λ ≡

elr = cosh /,x + sinh /,x , eiir = cos /,x + i sin ),x
e-i* = cosh ),x - sinh /,x , e-iir = cos ),x - i sin ),x

(4.31)

(4.33)

の関係を用いて,偶 関数 (COSh λχ,COS λχ )と 奇関数 (Sinh λχ,sin λχ )に 分けて書き換 えると,
にする.

/(χ)=(RI+Rl)cosh λχ+(RI― Rl)sinh λχ+(Rl+Rl)cos λχ+J(RI+Rl)sin λχ

=RIC° Sh λχ +R2Sinh λχ +R3C° Sλχ +R4Sin λχ  °°・・・ °°°°°°°°°°°°°°°°°・°・°°(4。34)
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となる. ここに, Rl,R2'R3'R4は ,新 たに置き換 えた任意定数で あり,次節に示すように,境
界条件から決定さ薇る. よって,(4.24)式 の撓み振動方程式の一般解 )'(χ ,r)は ,(4.25)式 により,

)'(χ
'″
)=(RIC° Sh λχ +R2Sinh λχ +R3C° Sλ χ +R4)Sin λχ COS(ω ″~δ ) °°°°°°°°°(4.34)

の形 となる.

§4.3 両端自由の場合の撓み振動
ここでは,船体の振動状態を想定して, 境界条件として,両端自由な場合について考えよう. こ
のとき,

ν

ν

Ｆ

Ｆ

= 0 0n hi{ (x=0)
= 0 on friH (x=0) (4.35)

(4.37)

(4.41)

0(4.40)

となる。 このように,梁が水面に浮かんでいる場合,全長に互って菫置分布 ″ や,断面形状 ノが
一様な梁が水面に浮かんでいる場合,局所的にも, 自菫と浮力が釣り合って,浮かんでいることから,
静的な撓みは生 じず ッ()(χ)=0 であり, この場合は,振動変位 ッ が,全撓みに等 しくなって ,

,(χ ,′ )=)'(χ ,r)で ある.

以下, 両端自由の境界条件を満足するように,(4.34)式 の y(χ )ヤ のλ を決定する. ここに,式
(4.35)式 のプ (剪断力)=ν (曲 げモーメント)=セ

｀`
口の条件は,(4.7),(4.11)式 の関係からオ反動変位 yに よっ

て,史に,(4.25)式 の正規関数 y(χ)を 用いて,

ν =_EJtti4≦三二三主=_Erttf111算 cos(ω′_δ )=。
σχ
L          

αχ
ん

F=_Eノ真寧主=_Eだ!軍 cos(ω′_δ )=。
σχ
‐          αχ

‐

・000000000・・・ 0・・00。・(4,36)

のように, 吉 くことができるから, 結局 ,

嚢 =嚢 =O θれ左端イず=o)
αχ“   αχ‐'

ど
2y  
グ
3y        

ヽ _

1戸
―=斎子=° θれ右端(χ =0)

,6rH (x =0, ( ) (:*:;\',(, Y(x) ti,

を,満 たせばいことが分かる. ここに, y(χ )は (4.34)式 の形で与えられるから,

そ薇ぞ薇,

グ
2/ 
グ
3/

グχ2' どχ3

00(4.38)

0000・ 00。・・・000000000000000000000000・ ・・・・・・ 00・ 0(4.39)

は

グ y
∩
）
　

　

　

〈Ｕ

〓
　
　

　
　

〓

λ R r cosh /,x + R, sinh ),x - R. cos 7x - Ro sin 2,x
グχ2

グ
3/

ごχ3
=λ
3

R I sinh /,x + R, cosh ),x + R3 sin /, x - Ro cos /,x

のように計算できる。 イ追って,左端 (χ =0)の 条件から, そ薇ぞれ,

= Rr R3 = 0
ｙ
■

２

２

　

一

ス

グ

一
グ

一
２

ｌ
Ｔ
ん

1 ご
3y

λ
3 グχ3

の関係 を得 ,

R3=Rl

= Rz R4 = 0

R4=R2

となる. 従 って,(4.34)式 から, R3'R4を 消去できて, y(χ )は
y(χ )=Rl(C° Sh λχ +C°Sλχ)+R2(Sinh λχ +Sin λχ)
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のように表現で きる. 次に, オ端 (χ =′ )の 条件は,
の関係を用いることにより,

Иb“″Jθ
“
Sグ月θα″J“g■″Cr“″sr czη″ι

=.ィ

(4.38)式 においてχ=′ とし, 史に,(4.40式

・・ 00000・ 0000(4.42)

1 ご
2y

λ
2 ごχ2

= R, ( coshLl - cos 1() + Rr( sinhLl sinL{-) = 0

一
３

１

一
λ

グ
3y

グχ3
=R,(sinh,1./+sinLl) + Rr(coshL! cosll) =0

.κ =′

.r=′

のように,吉 くことがで きる。 上式より,

Rz coshT(-cos),l sinh),(+sinll
RI  sinh λ′一 sin λ′

となり,こ の場合 λ は,

(cosh λ′_cos λ′)2 =sinh 2 λ′_ sin 2 λ′

のような関係を満足する必要があることが分かる

p

R2と RIの此対を求めると,

cosh ), ! - cos ),I
00000・ 0000000・ 00000・・・・・・00000・ 000(4.43)

(4.44)

cosh 2 λ′_sinh 2 λ′=1
sin 2 λ′+cos2 λ′=1

の性質を用いることにより, λ

・ 0。・・・・・・・・000・・・・・・・・ 0。・・・・・・・・00000・ 000・・00000000(4.45)

COSh λ′°COS λ′=1  0・ 000000・ 00000・ 00000000・ 00000・・・・・00000000000000・・0000000・ (4。46)

のような方程式を得 る. 一方,(4.43)式 の前者の関係から,(4.41)式 の正規関数 y(χ )は , RIの み
を用いて,

関

、
１
７
１
ノ
に し て

ここに,双山繰関数と三角関数に関する

ヽ

l

〉

l

ノ

y(χ)=RI

/

I

〈

|

ヽ

coshrtx + cos2x coshl{ - cos)'!
sinh LI ,iil,l ( sinh Lx + sin /'x ) ・00(4.48)

・000(4.51)

う

　

こ

よ

こ

の に表現できることが分かる.

に,(4.46)式 の方程式を解いて, λ を決定するためには,

cosLl = I
cosh )" ( ・0000・・・000・ 00000・・0(4。 49)

の形で扱 うと, 考え易い。 上式は, Fな。4.5に 示す ように,横軸に λ′ ,縦れ に COS λ′ 及び

c戻十扇ァ
の値 を取ってフ

°
ロットす薇ば, その両曲繰の交点のλ′ を求める問題に帰着さ薇る. 同図よ

り分かるように,両繰の交点の交点の横座標は,近似的に COS λ′の曲繰が横軸 と交わる,

COS λ′=0  °°・・・・・°・・・°°°°°°°°0000000・ 0・ 0000000・・・・000・ 0000000・・・・・・・・・・・・000(4.50)

を満たす点の座標としても差 し支えないから, λ′ の近似値として,直 ちに,

λl′ →π(=4.7124),λ 2′→π(=78540),λ 3′ 弓π(=10◆ 9956),
λ4′弓π(=14.1372),,λ′ル号■π

が,得 られる.(4.49)式 の厳密解を求めるには,上記の近似値を初期値 して,
cos L(], -

cosh Ll),
λ′1 .〓 λ′1 +
」ノ+1      」ノ (4.52)

tanh λ′
]sin 1ll, -

cosh )" I
のようなⅣ

`″
われ―Rα

"sθ

ん法を用い薇ば,ほ んの数回の繰 り_1星 し嗜十算によって,
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λl′ =4.7300, λ2′ = 7.8532, λ3′ = 10・ 9956,
λ4′ =14.1372,  λ5′ =17.2788, ・・・・・・・・・・・

Vibrations of Floating Structures : Chopter. 4

(4.53)

)
1

′

リ
なる解を,得 ることができる. この結果を几薇ば,(4.51)式 の近似値が, 非常にたい近似解となっ
ていることが分かる。 特に, λ3′ 以降は,′ lヽ 数点以下 4桁の範囲では,蔵密解と完全に一致 して
いるから,実 用的には,(4.51)式 の解でん分と考えら薇る。
このとき,(4.48)式 において, そ薇ぞ薇の振動モート

｀`
′2に 対応 して,

Rぅα″≡~言 =
cosh L ,,1 - cos 2 ′

(4.54)Sinh λ′7

と置き,振幅 に相当する任意定数 Rl を,オ反動モードとの対応 させて, 及めて R′7と 書けば'(4.48)式
の正規関数 y(χ )も ,振動モード′2に 対応する形で, y"(χ)と なって,

/″ (χ)=R′ ,

f
く

ヽ
cosh L,x + cos Lux + a,(sinh Lux + sin /",x) ・000000000・ 00000・・000(4.55)

ヽゝ

J

のように書くことができ, その係数α′7は '(4.53)式のそ薇ぞ薇のλノ に対して計算す薇ば,
ヽ
1

ヽ
/

リ
となる. この結果から, α′7は概ね 1の 値を耳たることが分かるが , これは,(4.53)式 のようなある
程度大きなλ′7′ に対しては, Sinh λ′ノ≫ 1,cosh λノ≫ 1 となって, Sin λノ,cos λ

"′
の項に支配

的となることか ら,(4.54)式 の α"は ,漸近的に

1

α′7π 「面百百現耳7-～
1  °°°・°°°°00。 00000000・ 00000000・ 00。・・000000000000000・ 0000000・ (4.57)

によって言十算することができるからである. 式ヤ, このときtanh λ″′～ 1と なることを用いた.
このとき,振動モート

゛
ん の振動数 ω"は ,(4。31)式の関係により, λ″

′=′ /7が 成立するから,

ω′7=
k(L,,()'

αl = 0。 9825' α2 = 100008' α3 = 1・ 0000,

α4=1・ °0°0' α5=1・ 0000, °̈………
00・ 000・・・ 000・・・ 00・ 00000000。・・000(4.56)

000¨ 00・・000…・・・0¨ (4.58)

sinh

′

(λ′ノ)2
運〕ノg

′

cosh λ

となる。 したがって,対応するモード
｀
ん の振動変位 ッ"は ,

光7(χ
'″
)=y″ (χ )C° S(ω′7′ ~δ) °°°°°°・・・・・°°°°°°°°°・°°°°・・・・°°°°°°°°°°°・°°°°・・・(4.59)

となる. ここに,(4.24)式 の撓み振動方程式は, yに 関して繰型であるし,(4.38)式 の両端 自由の
境界条件 も,右辺 =セ

゛
口の形だから,結局, この場合の振動変位 ッ は, そ薇ぞ薇の振動モードに対する

上式の変位 y′7の 菫畳によって,

y(χ
'″
)=′21光7(χ ,′ )=′21y″ (χ )C°S(ω′ノ~δ″)

=層
lR′ 7

／

１

ノ

く
ヽ

ｌ

ｋ

α＋
χ
７
‘

λ０＋
χ
７
ど

ヽ
―

―

ゝ

ｆ

ｌ

ノ

χ
７
ど

λ＋
χ
７
ど

λ′ノ

0000・ 。・000000000・ 0000・ 0000。・・・・・・・ 0・ 0000(4.60)

のように,表わ さ薇ることになる. 式中の任意定数 R",δ"は ,そ 薇ぞ薇のオ反動モ
ードに対する振幅

と位相遅薇角に相当するもので,初期条件から定めら薇るものである.

x.cosl生_1_12=生≧i′ _δ
"|1   ′

‐
         l

 ヽ         ノ
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