
Vibrutions of Floating Structures : Chapter. 3

第3章 弦の振動 (連 続体の振動 (そ の1))

この章では,逹統体の振動として,弦 の横振動について解析する. 前章では, 自由度が 2の 場合の振動につ

いて扱ったが,そ の自由度 を無限に増や した,‖ 振動モード=∞ "の 場合が,‖ 逹 統 体 "の 振動を表わすことを示

す. また,;:な の振動方程式が,所調 "|らに動方程式 "と なっていることを示 し, その初期値問題を解 くために,

Fθ

“
rJθr解析の手法を導入する。

§3。 1 弦の横振動方程式

まず, Fな。3.1に 示すような, 2点 間に張ら薇た弦の横振動を考えるe このとき,弦上の点の変

位 夕 は,座オ票χ と時間 ′の2変数関数 夕(χ ,″ )で ある。 χ とχ+δχ との間にある弦の微小部分

δSを 切り出して,

運動方程式を立てよ        y
う.こ の際,弦 の

変位 夕 は十分 小 さ

いとす ると,こ動は

上下 方向 (y)に
のみ,運動 している

と考 えてよい。 そ

こくL イ投′
|ヽ 専卜分 δs

の左 端 (χ =χ )

での傾斜 角 を θ
,

ア:lヵθ
′

万
′

/

張 力 を 7,オ 端                Fな 。3.1

(χ 〓χ+δχ )で
のそ薇ぞ薇を, θ

′
,7′ と し,弦 の_i浄位長 さ当た りの重量 をγ とす る.

このとき,上下 (y)な らびに左右 (χ )方向の運動方程式は, そ薇ぞ薇,

′

[上下 (y)方 向 ]

[左 右 (χ )方向 ]

と,弦 の傾斜角 θ,θ
′

に関す る

Y6-lt2= T,srno, zsing y6sTa7
T'cos?' Tcos? = 0

θ
′
′′
′

0

∂
δχ～ +

´   だ十Jr
トー:蕩ダ呵

5x = 6x

δχ

π l

∂夕∂
2タ

~~∂
房
‐~57

(3.1)

のようになる。 イユし,左右方向 (χ )については,:運動 しないことか らカロ速度 の項はセ
｀`
口とな り,

力は静的に千衡 している. ここに, 7′ ,δ′ に関する

r′ =r+
∂7
UT δχ

・・・。000000000・・・ 000・ 00。
(3.2)δs=、

/~丁
耳
IB需 )2~~δ

χ={1+,(斜 )2)

ハう
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ノ

２″ｙ
一ノ

∂

一∂面

cOs θ=1-手 =1-望弊=1-告

COS θ
′
=COS θ +211発

)22 
δχ ～ 1-告

の関係 を (3.1)式 に用い,(δχ)2の 項 を捨て,

り

面

り

面

δχ の 1次 の項 まで整理 して記せば
,

0¨ 00。・¨ 00。・¨
(3.3)
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ヽ
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リ

δχ=0

0000(3。 4)

[χ 方向 ] δχ=0

となる. ここに, そ薇ぞ薇の変位 夕 に関す る非繰型項は,1算型項 にレしして,十 分に小 さく無視で

き, また δχ≠0で あるか ら, y,χ 両方向に対す る方程式は,繰型化 さ薇て,

となる. 第 2式 は,(3.2)式 において, cosθ π cosθ
′πlと 置いた皓呆に化ならず, こ薇により,

張力 7は ,弦長に互って一定であることが分かるから,第 1式 の第 3項 は消失 して, そ薇ぞ薇,

ζ典 _r∩ 壺 +γ =0
ざ ∂″∠    υ

 dχ∠   ′

r(χ ,″ )〓 70(=cθんs″。)

の ように書 くことが で きる. こ

存在するから,変位 夕(χ ,′ )は ,

ヽ
―
‐
夕
‐
―
ノ
に

…… ・・00… 00… … …・… ・… … ・・・ ・̈・・¨
(3.5)

… ………・… 000・・…… … ・・・・¨…… ・・… … … ・(3.6)

,弦 はその 白重 に よ り,静的な千衡状態にお いて,初期撓 みが

夕(χ ,′ )〓 ッ0(χ )+y(χ ,′ )   ・・・。・0。・。・・・。・・・・・・・。・・・000・・・・・・・・・・・・・・0。・00000000・
(3.7)

のように,/`η 期撓み ッ。(χ )に よる定常咸分と,振動による周期的な変動成分 ッ(χ ,′ )のわから戌 っ

ていることに, 注意する必要がある.(こ なは,教科書 ′たに余り明記さねていないが,振動の問題を解析

するに当たって,極めて重要な意味を持つことが,後に理解さ狡るであろう。) これを,(3.6)式 に代入 し

て,時間′に依存 しない項と,依存する項に分離 して整理す薇ば,

7。

(秒
―考)一

ξ悸―¥割 =00…………………………・……(38)

を得る。 ここに,第 1項が定常成分,第 2項が変動成分を表わし, そ薇ぞれのお孤内がセ口゙になれ

ば,上式 を満足 させ得 るか ら,

[定常成分 ]望 丁翼♀~算準 =0
αχ“   ■o

、2
σツ

∂χ2

(3.9)d'y ToB

a7 --T

と言ける。 まず,(3.9)式 の第 1式 を解 くことにより,弦 の初期撓みが求より,第 2式 から,オ反動変

位が求よることになる. 実際,定常成分に関する微分方程式は簡単に解けて,初期撓み y。 (χ )は ,

γ

ツ0(χ)=2i可ノ +巾 +ε 0
00000000。・・・・0000000000000000000・ 。・・・・・・0・・・・・・・・0(3.10)

のような 2次曲繰で表わさ薇ることが分か り, この節では,弦 の変位 夕 は十分小さいとして,解析

を進めてきたため,厳.密 には‖
懸・垂曲:策

11( Cα″ιんαり )と なるべき撓みが,:近似的に, 2次曲繰で

表わさ薇たものである。 ここに, 子:た が両端で固定さ薇ているとして, yO(0)=ッ 。(′ )=0の 条件

を満たすように,未定の積分定数 εO,clを 決定す薇ば,

εO=0

=0

0(3.11)

εl :〓
 一

とな り,初期撓み yO(χ )は ,

γ′

つ Tん・ 0
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yO(χ )〓 一去χ(′一χ)

Иb“″Jθ
“
Sグ F7θα″J“g Sr″

`″

″′′s r czαP′ι∴J

・・・・・0000000000・ 00・・・・・・・0・・000000000・ 0000000・・・・・・・・0(3.12)

γ′
2

87。
… … 00000000000… …・… … 000… 000… … 0・ 00…・¨

(3.13)

手|=た
2と 置けば,

0・ … … …・0… … 00・ 。・・… … …・・… … … … … … (3.14)

′

のように決定 さ薇る. また,最大撓み ッ01mは ,弦 の中央 (χ =テ )で 生 じ,

! rf ,,o, = )o
/
I

I

k

′

2

ヽ

サ
であり,初期張力 rOが大きいほど,撓みが ′

lヽ さいことが分かる. 一方,弦 の横振 動の方程式は
,

(3.9)式 の第 2式において,

2二単_た 2旦二挙=0
d″

ん     σχ“

イユし, た=
/TI丁
VT

とな り,波動方程式の形 として得 ら薇ることが分かった

§3.2 波動方程式 の解と,分散関係

ここでは,弦の振動方程式を解 くことを考えよう. そこで,皮動方程式の特解として,

Y (x,t) = Y (x) cos ( rttt- 6) (3.15)

なハヽ
ノ

よの 変数分離の形 を仮定 し,(3.14)式 に代入す薇ば,

ヽ

ω2y(χ
)+た 二房刊

cos(ω′→)=0.…………………………………(316)

と な る . こ こ に , COS(ω ″ 一 δ )は 常 に セ

゛

口 と は な ら な い か ら , χ だ け の 関 数
y(χ

)が ,

・…… … ・・ 0・ … …… 00… 0…・… ・… ・・・¨ …… ・… … (3.17)

を満たせばよいことになる. ここに, y(χ )と して,

y(χ )=R COS(βχ一ε) ・・・・・・・・・・・・・・・・・・0000・ 0。・・・・・00000・ 000・・・00000・・・・・・・・0(3.18)

の形 を仮定す 薇ば ,

生 1聾 +髯 ym=0
αχ乙    た

ん  ｀´

/       ^ヽ

t~「
+7/U=U °……………………………………………………じ1り

'

となり,

に ,

こ薇を恒等的に満たすには,括孤内=セ 口゙となる必要があるから,振動数 ω と, た,β の間

ω2=た 2β 2

→ ω=± たβ
・・・ 00・ 。・・・00000000000000・ ・・・・000000。・00000000・ 000・・・00000(3.20)

の関係が成立す る必要がある. ここでは,複号の十 側 を耳たることにより,

ω=たβ
し, こ薇を分散 関係 とい う。 このとき,(3.15),(3.18)式 により,変位 ッ(χ ,′ )と して,

y(χ ,′ )=R COS(β χ―ε)COS(た β ′一 δ)  ・・ 0・・・・・ 00000・・・・・・・ 0000000000。・ 000。 00000(3.21)

を得る。 仮に,(3.12)複号の一側を耳たり, ω=一たβとしても,(3■ 5)式 においてδ=― δ′ とす薇

ば,結局, 上式と同一の形となるからである. この段階では, βは任意であり,次節に示すよう

に,境界条件を課すことにより,決定さ薇るのである.

§3.3 与えら薇た条件下での弦の振動

ここでは,(3.14)式 で表わさ薇る子:た の振動を,以下の条件の下に,定めることにする。

まず,初期条件は, ′=0で ,弦が y=η (χ )の 形で,静上 しているとす薇ば
,

)],=o = 4(x) 0(3.22)
∂ッ1   __r、
U丁 」′=0~υ

となる。 次に,境界条件 として, χ=0と χ=′ の両端で,固 定 さ薇ている場合 ,
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・・・ 00・・。・・・・・・・・ 0・・ 0・・・000・・・0000・・・。・・ 0・・ 00・・・。
(3.23)

)'

_∩
I=′ 

・~ V

について考える。 解析の便利のため,(3.21)式 を,

),(x,/) = (A' cos fr* + B'sin0x)(Ccosk0t + D sink Ft)

|

ゝ

チ

・・・・・ 0・・00.00・・・・・・・(3.24)

イユし,

の形に変形 して,進めよう。 このとき,(3.22)式 の初期条件の第 2式 は,

、  1

予 1′ =()=た
βD(ス

′
COS βχ+3′ Sin βχ)=0 0… ……………………・……… (3.25)

の よ うに書 くことがで きるか ら

D=0 -→ δ=0,π
C=± 1

未定定数 C,Dは
,

0・・・・・・0。・。・・・0・・・・000・・・・・・・・・・・・00・・・・・・。・。00・・・・・0(3.26)

A'= Rcosd, B'= Rsind
C = cosd, D = sind

ヽ

―

―

ゝ

ｆ

ｌ

ノ

のように定 まり,弦 の振動変位 ッ(χ ,″ )は ,

ッ(χ ,″ )=(ハ COS βχ+3 Sin βχ)COsた β″
仁 し, ス =± ハ

′
,3=士 B′

・・・・・・・000。 000・・00000・・・ 0・・・ 000。・C(3.27)

の形となる. 次に,境 界条件として, χ=0と χ=′ の両端で,固 定されてい る (ッ =0)場 合

について考える。 この条件は
,

.y(0,r) = A cos k|t = 0
y(!,t) = (A cosp! + B sinp( ) cos k0t = 0 (3.28)

のように書 くことがで き, 両者 を,時間 rに拘わ らず,`巨千的に満たすためには
,

ス =0
Sin β′ =0

となる必要があるこ

β′=れ π

。・・・ 0・・ 0・
(3.29)

この結果, 第2式 を満たすβ=β 月は
,

→ β"=響互 (仁 し,4=1,2,3「 ……)
′ ″

'°   ど

0・・・・・000000000000000。・・・・・・・・・。
(3.30)

ヽ
―

ゝ

ｆ

ノ

と が 分 か る

ように水まる。 このβ"が ,

FJg。 3.2に 示す近 りで あ る

き換 えることに よ り,

/  ● _ヽ

“
番 目の振 動モギ に 対売 し 波長 λ′

t=言 サ

このと き,(3.27)式 のッ,3を ,上 の れ に対応 させて ,

との 関イ系は
,

y月 ,b′1 と書

)',( x,t) = b n sin( 0,*)'cos (kB^t)

= b, sin ′]π

′

/
I

|

1

ヽ )

|

ヽ
″χ COS kntt

0
(3.31)

仁 し, ′7=1,2,3,・ ……

のよ うに 表わ さ薇 る. こ薇は,(3.22),(3.23)両 式 に よ って与 え 薇た条 件 の うち,初 期条 件

ッ
]′ =()=η (χ )以 クトの全ての条件 を満たす,皮動方程式の解である。 その(3.14)式 の皮動方程式は

,

ッ に関 して
`泉

型であるか ら, この y′7(χ
'″
)を , それぞ薇の 4に ついて,

ッ(軍 )=Ё η′(亭 )=ib′ Sinfttχ )・ COS件璽 ″)・ … … … … … … 00… … (3.32)″=l     ′7=l   kζ
 ノ   ヽ

ど
 ノ
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一 ) ωl=た βl

のように重 ね合わせた

)'(χ ,r)も また, その

解である。 この場合 ,

振動モードは, ′〕=1～
∞毛あることにな り,

この観 点か ら言 えば
,

弦のよ うな連続体 の振

動は, ∞の自由度 を有

す る振 動 と して,捉 え

ることがで きよう。

なお, 式中には, 未定

係数 b′7が合 よ薇るが
,

こ薇は,初 期条件 の う

ち の 残 る 1個
(ッ ]()=77(χ ))を

満足す るよ うに, 決定

す薇ばょい
.

実際, その条件は
,

O n = I

② ′1=2

③ 4=3

@ n = 4

ρ _2π _っ ρ″2~ 7~~乙 νl

,

λ2=′ =サ

ρ _3π _2ρ
″3~~7~~Jν :

,_2′ _λ :

/し 3~ァ ~丁

ρ _4π _И ρ
″4~7~甘 ″ :

一→ (Oz = 2 fO,

一→ @t = 3 a,

一 ) @,t = 4 r'lt

π
７〓

ρ
μ

λl=2′

′  λ
λ4= 2 4

|=β l、 /二単 |

 ヽ
′iV / 

ノ

Fな。3.2

・・・・… ・0(3.33)

のように書ける。 この式は,正 こ,関‐〕i吏 η(χ )を ,半月期 ′の奇関数 と几徴 して Fθ

“
rJθr級数に

展開 した "正 弦級数 "の 形になっている。 (こ とが, 多少なりとも,人′
::争 の数学を真面日に勉強してきた学

生には,理解さ薇るであろう。) このことか ら,上 式の未定係数 b"は ,そ のまま Fθ

“
rJθr係 数となっ

y(為 0)=Σ b′,sinfttχ
′7=l   

、
て

ていることか ら,直 ちに,

b"=子 lη (χ )sinfttχ ヽどJ()   ヽど
 ノ

η(χ ):= んSin(1テ χ
)

χη

ごχ (3,34)

の よ うに,決定 さ薇 るので ある. イ追って
,

こ こ で は
,

してみ よ う(

εαSθ  i)

を,(3.32)式 のy(χ ,″ )に 用いることにより,

π
一′

４
一

∞Σ
測

２

一′
〓χｙ ξ sinf ttχヽ

ヽど
 ノ

π
一

κ
一Л
ど

た

一 J
(3。35)COS

を得る。 この式が,(3.22),(3.23)式 に示す計 4個 の初期条件,境界条件 を満たす,弦 の横振動 の変

位 を与 える ことにな る。 ここに, ヤ括孤内の積分変数は, 変数 χ との紛 らわ しさを近 けるため ,

ξ と記 したものである。

§3.4 弦の具体的な振動例

(3.35)式 ヤの ッ]′ =()=η (χ )に ,具体的な例 を挙げて,弦 の振動 の様子について,オ介討

実際には,(3.34)式 の Fθ

“
rJθr係 数 b′7を 定めることが,姜点になる。

第 1例 として,弦が ″=0の 初期状態で,

のように,工弦曲象状 に保持 さねている場合を考えよう.上 式は, η(0)=η (′ )=0と なってい

て,明 らかに(3.23)式 の境界条件を満たしている. このとき, Fθ
“

rι

`r係
数 わ

"は ,

「
′

ら,=子
1)Sin{升 )Sin(ザ

χ
)み

=摯
∫

「 Sin χ Sin 4 χ ″ =券
∫fICOS(″

-1)χ ― COS(″ +1)χ
}″

 ・ … … … (337)

・・・・00。・000・ 00000・ 00・・0000。・・・・・・・・・ 000・ 0000・ 000。・・・ 00。・・0(3.36)
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“
′ιs f ε′:″r`「.3

によって七十算できることになる。 式ヤ, χ=チ χ と置き, 積分変数 をχ からχ に変換 したもの

である。 ここに, ′1=1の 場合と, そ薇以タト (′1≠ 1)の 場合に分けて進めると,

1-cos2 χ、グχ=上 lχ _sin2χ lπ =カ
ノ      π L      ι  」o

ｆ

Ｉ

Ｊ
＜

力

一
π

〓b

。… ・・… ・・・・・… ・・・・。
(3.38)

Sin(″ -1)χ  Sin(屁 +1)χ
=0

′2-1 n+l
0

のようによより,結果, この場合の Fθ

“
rJ`r係 数は, bl=ん 以外は,全てセ

｀`口となることが分かり,

(3.33)式 を几ても,暗算できるであろう。 このとき,オ反動の変位 )'(χ ,r)は ,(3.35)式 より,

y(χ ,r)=た Sin(β lχ )。 COS(た βlr)

π

′
= h sin χ COS

となり, この第 1例 の場合,逹統体にも拘わらず,

case ii )
第 2例 のη(χ )は , Fな。3.3 に示すよ うに, 弦の中

央 (χ =士 )を ,指でピンと摘んで,山型になった現
実的な状態と して,

′

2

η(χ )= ・・0(3.40)

Fな。3.3

′
の場 合 について考 えよ う。 このときの Fθ

“
rJιr係 数 b"は ,積分区間 をχ=ぅ を境 に分 けて ,

ム 1 _力υ′7」 ′7≠ l~万

(

fた π
`ヽ

t7ιリ
ヽ

l

プ

|・・・・・・。・・・。・・。・・ 000・ 0・・・・・・・・・・・・。・・・・。
(3.39)

振動モードはβlの 1個 のみ,存在することになる。

η(χ )

0 χ _→    ′2h -!^
,t(( _,)

′

(ルrO≦ χ≦ケ)

(ルr音 ≦χ≦′)

b χ sin

計算すればよい. ここに, まず,(3.37)式 と同様, χ=チχと置いて,

えに, 第 2項 において, χ
′
=π一χ と置いて, 変形す点ば,

|
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ノ

|

ヽ

1

ノ

ｒ

‥

Ｉ

Ｊ
＜

ん

一２

４

一
′

′ιπ

(

χレχ+学 |(′ ―小 in f

ノ  【J`    k
れ π

χ ごχ  ・・。・・・・・・ 0・・ 0。・・・ 0000。
(3.41)

積 分変数 を χ

(3.42)

4(=1,2,3,・ …。)が ,偶

(仁 し,綱 =0,1,2,… … )の

(3.43)

8ん sin(2′ι+1)χ  χ cos(2″ t+1)χ

2m+l

ヽ

す
に よって ,

に変換 し,

」
~χ

 Sin4χ グχ+」
,(π

―X)Sinれ χ′ごχ

b2月十1=予 j(「 χ sin(2“ +1)χ ″

のように,積分区問 も第 1項 と揃 って, 0≦ χ
′
≦

ザ
となる。 従 って,

数 と奇数の場 合に,分 けて考 えれば よい. まず,偶数 れ=2(厩 +1)
ュ易く合卜は, (_1)′

7=(_1)2(用 +|)= 1 
よ り,

χグχκχ

π
一２

ｆ

…

Ｊ
＜

一一χごχχ

二
２

ｆ

Ｉ

Ｊ
＜

〓

ヽ

―

―

＞

―

―

ノ

のように, 第 1項 と第 2項 で相殺 してセ
゛
口となる。 一方,奇数 4=2“ +1(′ι=0,1,2,… …)の

場合は,(-1)"=(-1)2川 +l=_1 
より,第 1項 と第 2項 が重なって,

2

(2′7o+1)2π

ん

一２

８

一
π2m+l

た

一２

８

一
π

0
/

I sin(2′7]+1)4

1~扇百 戸
~

co"! (2m+1)
(-1)川

(2“ +1)2
0。・・・・・。00(3.44)
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。のように求 まる. 以上の結果か ら,具体的に
,

Иbrar′θ′ls(2√ 月θα″′lg 8″ Cr“″siC力ψrピre 3

b′1を 幾つか書いてみると
,

b:=翠 .

π
‐

b3=一 8た

9π 2'b2=0' b 0

(3.45)
b、

8あ

25π 2'
8カ

49π 2'b6=0' b7=~ わ8=0,

のようになる。 従 って,(3.40)式 の η(χ )は ,

η(χ )= 旦_11マ
π

4 
′,1=()

/

|

く
l

ヽ

(-1)川 (2nt+l π

sin χ

ヽ
l

ヽ
/

ノ
(Znt + I ) ′

Sinllχ ―;Sin¥χ +去 Sin¥χ 一おSin7χ +

η3+η 5~η 7+ ・・・・ 000。・。・。・・ 00・・ 0・・・・・・・・・・・・ 0・・。000・・ 0・ 。
(3.46)

のように Fθ

“
rJ`r′晨開さ薇, Fな 3.4に 示す ように,項数 を増やすに逹れて, η(χ )に 近付 く様子が

分か る。 実際の振動変位 )'(χ ,r)は ,(3.35)式 より,
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一
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／

１
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１
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一

)(肩 )=予′I)
(-1)川

sin ( F r,,+t x) . cos (k B 2,,,*r t)
r
i

ノ
ヽ
1

t

(2nt+ I )

l

ヽ

チ
た

一２

８

一
π

sin 4 χ.cos上二″_真 sin旦 _エ ル cos旦」笙二″
′       ′     ソ    ′        ′

芸
sin¥χ o cos登

11正
卜

お
sin7χ ・COSヱ

{芦

笙 ″ 十

/

|

:

t

+ 00・
(3.47)

/  ´̂    .、   ヽ

のようにな リ ー寺数番 目の振 動モート β "11 
上∠』1‐

ラ
」―と二

|

を,無 限に重ね合わせた形と して来まる

が, ハな3.4か らも分かるように,明 らかに低次 (“ が小さい)の振動モードの方が,支配的なので

ある。

ん

ηl~η 3

η l

ηl~η 3+η 5~η 7

ηl~η 3+η 5

′

一２

0
χ ―→   ,
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