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第2章 2童振 り子の振動 (自 由度 2の連咸振動)

この章では, 自由度が 2の 場合の振動について調べる。 自由度が増えると, 系は一几複雑な動きを示すこと

がある. しかし, こ薇は 2つ の基準モート
゛
鞣 動モード)と いう単振動の重ね合わせとして,理解できることを示

す。 ここでは, 2重振動 子を例にとって, その逹咸振動を解析する.

§2.1 2童 振 り子の連茂振動方程式
まず, FJg。 2.1に示すような, 2重振 り子の逹咸振動を解析する. ここでは,FJg。 1.1と 同様の
単振り子が, 2つ 逹なった場合を撃 り扱 うこととし,簡 単のために,上下の振 り子の糸の長さ′,任
の菫量
°wは ,同 一とする. ここに,そ 薇ぞ薇の振薇角を θ,9,糸 の張力を rθ ,79し て,1軽動方

程式を立てることにする。 まず,接繰方向 (周 方向 θ,9)の 1運動方程式は,上下そ薇ぞ薇に対 し
て,

[上 の振 り子 ]

の 振 薇 角 θ,9 は ,共 に

(lθ l≪
1,191≪ 1,lψ 一θ

l

型化 さ薇て ,

∠12～ -2旦θ+ラ‐9
グ
29π
_グ
2θ
_重 。

グ′
∠   グ″∠  〃′

Te = Ta + w = 2w
Tq = w

をイ子る.

と同様 ,

半二:鋒n=_w sin θ+L sin(ψ _θ )
δ  α″ん             ア

ご
2(′
θ+′ ψ)

(2.1)

(2.2)

[下の振り子] 晋 グ′
2 =一 W Sin 9

となる。 そ薇ぞ薇の法
`泉

方向 (張力 rθ ,7ψ の方向)に ついては, 糸の伸び縮みと,オ反り子の円:理

動に伴 う遠′む力を無視す薇ば,

[上 の振 り子] 7θ =r9cos(9-θ )+″ cos θ

[下 の振 り子 ] F9=w cos 9

のような,千衡方程式が成立する

により,

この式から求よる張力 r9を ,(2。 1)式の第 1式に代入すること

∠θ〓_二 sin θ+鼻 cos ο sin(ο _θ )
グ″
Z    /      /   ′    ′`

`・
・ 0(2.3)

グ2(9t聖 )〓 _手 sin 9~グ
″
2     イ r「

′θ

のように, 書き換 えることがで きる.こ こで も, オ反り子

2

あ る程 度 小 さ い場 合

≪ 1 )を想定し,式中に

・・・・・・・・・・・・・・ 0(2.5)

(2.6)

un(9'0)

現わ薇るsin,cosの項に対 して,(1.5)式 と同様 ,
ヽ

sinθ π θ,Sin ψ ～ ψ,Sin(ψ ―θ)π ψ一θ l
C°Sθ～1'C° Sψ「～1'C°S(9~θ )π l J

・・0(2.4)

のような近似 を行 なえば,(2.3),(2.2)両 式は, そ薇ぞ薇繰

′

co4 ( 9-0 )
\-"/

θ

Fjg.2.1

げん
７

さて, ここに,(2.5)式 の第 2式 のオ辺の
機声
に対して,第 1式 を用いて整理 し,(1.7)式

ラ =た
2と
置けば, この 2重振 り子の逹茂振動方程式は,

♂ ′

ノ′
″

ノθ
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・・・・ 000・・・ 00・・・・・ 00000000000・ (2。 7)

のように,書 くことがで きる.

§2.2 2童 振 り子の振動方程式の一般解
ここでは,(2.7)式 で与えら薇る2階の逹立微分方程式を解くことを考える.

(1。 14)式 の単振動の解の形を参考にし, θ,9が 同じ振動数 ω と位相で振動するとして,

0(t) = R, cos (att- d)

9U) = R, cos ( att - 6)
・0000・ 00000000・ 0・・・・・・・0000000000000・・・・・・・・・・0000(2.8)

のような解 を仮定す る。 ここに,振幅の Rθ ,R9,共近の位相遅薇角の δ は,任意定数である
こ薇を,(2.7)式 に代入す薇ば,

-a)'R, + 2kzRe k'R, cos(att-d) = 0

-a)'R, + zk2Ra zkzRe |

ノ
cos(att-d) - 0

となり, こ薇を恒等的に満たすためには,そ 薇ぞ薇の振動因子 COS(ω ′一δ)の係数に相当するた。狐.

内がセ
゛
口となる必要があるか ら,

(ω
2_2た 2)Rθ +た

2R9=0

2た
2Rθ +(ω2_2た 2)R¢ =0

のような,逹立の代数方程式を得 る。 第 1式から,R夕 とRθ の間に,
__っ  ^,2

κ¢=~~~~77~~Kθ  ・・・・・・
¨ °・ ¨ °̈ ・ "・・・ ・̈・ ・̈・ ・̈・ ・̈¨ ¨ ・̈ ・̈・・・・・・・°・・¨じ・11'

のような関係を得, こ薇を第 2式に代入 して, Rθ に関して整理すれば,

(az-2k')' Zk4

' 
a ilt, R,

・・・・0000。・・・・・・・・・ 00・・・・・・・・ 000・・・・・ 00・ 00000000・・・・ 0000・・(2.17)

ヽ

リ

f

t

ヽ
ゝ
ｆ
ノ
　

〓

。・・・・・・・・00・・・・00000・ 0・・・・・・・・0000000・・・・・・00(2.10)

Rθ =0  00000000・・・・・000・・000・・・・・・・・000000・・・・・・・。・・・・・(2.12)

0 とす 薇ば満たす が, こ薇は振動 を しないと い う意未 のな い解を得 る

(′rJッαJ sθ J″Jθん)な ので,実際は,ヤ括弧 =セ 口゙ の条件から,
__っ   ハ ,2   _ ′7丁 r2                                                              /^′ ^、αr一 Zκ  = 十VZκ    ・・・・・・・0000000・ 00・・・・・・・・・・・°°・°°°°・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・(Z。 13,

のような関係 を得 る. こ薇から, この場合の振動数 ω は,
1 √^~丁〒 戸 ,                                          ′̂ _、ω =主 vZ+VZ κ  00・ 000・ 0000・・00・・・・・・0000000000000000・ 00・・000・・・・・・°°°°°・°O C(2.14)

のように, 4個求よるが,撃 り敢えず,等号の後の複号立 の十側の 2個 を撃 って,

ω=√ 2…Iへ/'た ～0。 765た ≡ωl
ω=√ 2‐+√2た ～ 1。 848た ≡ω2

・000000・ 0・・・・・・・・・00000・・・(2.15)

とし, そ薇ぞ薇 を ωl,ω2(仁 し, ωl<ω2)と 友記する。 (残 りの一側の 2個 を捨てた理由につ
いては,後述す る.) このことから,(2.7)式 の逹咸振動方程式を満たす振動数 ω は, 2個 あるこ
とが分か るc このとき,(2.13)式 の関係 を(2.11)式 に代入することにより,上下の振 り子の振薇角
θ と 9のオ反幅には,

R¢ =± √2 Rθ   O・・・・・・・・・・・0000・・・。・・・・・・0・ 0000000000000・・。・・0000000・・・0000・・・(2.16)

の関係があ ることが分かった. ここに,(2.13)式 の複号 手 の, 一側が低月波数の ωl(添 字 1)
に, 十 側が高周波数のω2(添 字 2)に 対応 しているから, そ薇ぞ薇振動モード (1,2)に 対 して,

Rrr_ JlR^
R*z = -Ji R*

となる。 したがって,オ晨動モート
゛1(低周波数 ωl)に対して, θl,91は共に位相遅薇角を δlと
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しす薇ば,

et = Rercos(ott-6r)
9t = Rqtcos (ott' 6, ) = ^lZ Ral cos (ott- d, )

(2.18)

となり, θl と名 は同位オロで, 91 の振幅は θlの √2′倍であることが分かる。 一方,振動モート
゛

2(高周波数 ω2)に対 して, θ2'92は ,イ立オロ遅薇角をδ2と して
'

ヽ

θ2=R θ2 COS(ω 2′ ~δ2)           1             /^´ ^ヽ

92=R92 COS(ω 2′
~δ
2)〓
~√ Rθ 2 C° S(ω l′ ~δ 2)∫

 

・ ¨ … … … … … …・
¨ ¨ ¨ ¨

tZ・ 1ソリ

となり,同 じく92の振幅はθ2の プラ 倍であるが,両者の振薇が近位相で生じることが分かる。

以上 より, θl,θ2と ' 91'92が '(2.7)式 の微分方程式の特解である
ことから, こ薇を満たす

θ(′ ),9(′ )そ 薇ぞれの一般解は,両者の象型結合により,

θ (″ )=θ l+θ 2=Rθ lC°S(ω l′
~δ
l)十 R θ2 COS(ω 2′

~δ
2)

9(′)=91+92=√ 2 Rθ lcos(ω l″一δl)一 √2 R θ2COS(ω l″
~δ
2)

・ 00・・・0000000(2.20)

となる. ここに, θ の振幅 Rθ l,R θ2と ,共近の位相遅薇角 δl,δ 2の 4個 は,初期条件か ら定ま
る未定定数である。

最後に,‐言i:i論を先送 りしてきた,オ反動数 ω として,(2.14)式 の複号 立 の一側の2個 を捨てたこと

について, ,検・討する. 複号の一側を撃ることは,(2.15)式で定義 した ωl'ω2の 代わりに, ω と
して,

ω=_へ/丁_√2た =一 ωl

ω=― へ/7+√ 2た =~ω 2

の2個 を採用することに相当する

ω l=~ω l,ω 2=~ω 2

δl=~δ
′
1'δ2=~δ

′
2

00000・・・00000・・・・・・・・・・・・・・・・・・・00・ 00000000000000・ (2.21)

したが って,(2.20)式 において ,

000000・・・・・・・・・・・00000・・・・0000000000・・・・・00000・・・0(2.22)

θ(″ ),9(′)は , そ薇ぞ薇

するが,何枚の場合も,

場合について考える.

(2.20)式 は,(2.17)式 の関係

ヽ
1

′

リ

kヽ
/

J

のような置き換 えをして,整理す薇ば,

eU) = Rm cos (ott- 6', ) + Rrr.cos (ozt- 6'r)
gU) = = ^lA n61cos (ort- 6', ) ^12 n62cos (ott- 6'r) (2.23)

となり,式中の δ
′
1,δ
′
2は未定定数だか ら,茂めて δl,δ2と 置き換えることにより,(2.20)式 と全

く同様の解となることが分かる. こ薇が,(2.14)式 の複号 主 の,ど ちらかを採用す薇ばたいことに
なる理由である. つまり,(2.15)式 と(2.21)式 は,独立の解ではなかったという訳である.

§2。3 与えら薇た初期条件下での2童振 り子の振動
本節では,前節で求めた 2菫振り子の逹茂振動の一般解に,初期条件 を課すことにより,具体的な

振動の様子を決定する. 得 ら薇た幾つかのハ
°
ターンの振動の様子をオ会計することにより, このような

自由度が 2の場合の,振動モート
゛
の概念について,理解を深める.

ここでは,以下 εαsθ i),ii),面 )の 3つ のハ
°
ターンの初期条件を課すこと |

/

初期状態可 〓0で は,上 下の振的 子とも,止 まっている
tザ
=0,予 =0

解析の便利のため,一般解として,(1.12)式 と同様な形を仮定す薇ば,
に注意すよば,

0(t) = (A,1 cos ott + B^sinal,r) + (A,2cosrco2t + Brrsinatrt)
gQ) =,,12(Arrcos@tt + Businal,r) A(Arr.cos@zt + Brrsrnatrt)

・・・・・・(2.24)

のように,言 くことがで きる. ここに,上記の初期茶・件から,
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ごθ
グ″

ごψ
グ″

=ω 13θ l+ω 23θ2=0

=√2(ω 13θ l~ω23θ2)=0
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(2.25)

ノ

″ @

Fjg。 2.2

ガ

″

のような関係を得る. この逹立方程式は,簡単に解けて,

3θ l=B θ2=0

となるか ら, Sinの 項は消失 し, この場合の θ(′ ),9(″)は ,

ヽ

θ (″ )=A θlCOS ω l′ +A θ2COS ω 2″      1                        /ハ ^′、

9(′ )=FAθ lCOSω l′ ~へ/'A θ2COS ω 2″
∫  

・ … … … … … … … … … … … … ・ °°kZ・ Z°ノ

の形で振動することが分かる.

以下, ′=0で の振薇角 θ(0),9(0)を 設定 して,未定の振幅 A θl,A θ2を 決定することによって,
振動の様子 をオ介討 してみよう.

case i )

第 1例 として, 員な2.2に 示すような

θ(0)=0。
9(0)=/フ 0。

・・・00000000000000000000000(2.27)

の条件を,(2.26)式 に課 してみると, A θl,A θ2に 関する

θ(0)〓 A θl+A θ2=° 0
9(0)=√ 2 Aθ l― √2 Aθ 2=√200

→三琥討=A θl~A θ2=° 0

なる代数方程式が得 られ 直ちに,

00・・・・・0(2.28)

A θl=0。
A θ2=°

のように求よる。 結果, この場合の振薇角 θ(″ ),9(′)は ,

θ(′ )=θl=00COS ωl′
9(′ )〓 91=/2 00cos ωl′

となり,オ反動モード 1の ωlで , しかも,

振動することになる.

0000000。・・・0000(2.30)

ノ

l

l

ノ

θ と 9は 全く の同位相で ,

σαsθ ii)

第 2例 は, 9(0)を εαsθ i)と は:こ側に振った, 月g。 2.3に 示す
ような

θ(0)=0。
9(0)=一√フ00

… … … … 000…・…… … (2.31)

の条件を課すと, A θl,A θ2に 関する逹立方程式は,

θ(0)=A θl+A θ2=ο 0
9(0)=√ 2 Aθ l― √2 Aθ 2=~√20。
~)2≦旦≧=A θl~A θ2=~ο 0

000・ 0・ 00(2.32)

となり,こ 薇を解 くと,

A θl=0
A θ2=ο 0

となる. この場合の振薇角は,

。000000000・ 。・・。・・・・・・・・000000・ 00・ (2.33)
Fjg。 2.3
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0(t) = e2 = @ocos@zt

9Q) - 9z = -O @ocos @zt
・・・・・・・。・・・・000000000000000・・・・ 000・・・ 000・・000(2.34)

となって,振動
"―

ド 2の ω2で , しかも, θ と 9は 全 くの二位相で,オ反動することが分かる

θαsc iii)

第 3例 は, 9(0)を セ
゛
口からスタートさせることとし, ■な 2。 4に示すような

ヽ

 ` ′     ′`   ゝ  。。。。。。.。 。。。。.。 。。。。。。。。。。。..。 。。。。。。。..。 /つ 2くヽ9(0)=O J            ＼~ノ

の条件を課す. このときのA θl,A θ2は ,

θ(0)〓 A θl+A θ2=° 0
9(0)=√ 2 Aθ l― √2 Aθ2=0
~〉 ‐2≦≧=A θl~A θ2=0

の関係から,直 ちに,

・。・・・00000000000000。 ・(2.36)

Z=〕

A θl=A θ2〓 ~デ  ・… ……… ……………・…・… … ……(2.37)

のようによ よる. 結果, この場合の振 薇角 θ(′ ),9(′)は ,

a

ガ

′
ん

“
=〕θ(′ )=θ l+θ2=主グ
と
(COS ωl″ +COS ω2′ )
√う〒

ψ (′ )=91+92=TΣ
~υ
O(COS ω l′ ~COS αら′)

げ

00000000(2.38)

FJg。 2.4
のように求まり,三角関数のオロを積に直す公式と(2■ 5)式 の関係を使って,

0(t) = @o cos

のように,書 くこともで きる.
この振動は, Fな。2.5に 示す
ように, 多少複律 な動 きをす る

ことにな るが , ここで の解析が

示すように,上式のよ うな,オ反
動モート
゛
1と 2の 単振動の合成か

ら得 ら薇るのである.

FJg。 2.6 に, θ(″)を 両モート
゛

に分解 した時刻歴 を示す. 上
が,低月波数成分 の θl,下 が
高月波数成分の θ2で'共に単
純な余弦皮形 とな っていること

が分かる。

上記の εttι i),ii)の 例は,
ωl,ω22つ の振動モート

゛
のうち,

′σ        ′σ

～00 cos(0.541vラ ′)cos(1.307vテ ′)

9()〓√ο n(T)sn(T)
イ 00 sin(0541√′)sin(1307√′)

/
l

l

k

ω2~ω l
2

″ COS
ωl+ω 2
2

r
i

l

k

″

(2.39)

θ(′ )

9(′ )

日寺亥1″ ―→

Nagasuki Institute of Applted Science -8-

Fjg。 2.5

Tsutoma Hont



どちらか一方のみで振動す る

という特殊 な場合で あって ,

このよ うな 自由度が 2の場合

の振動は,実 際には εαtt iii)
のよ うに, 2つ の振動モート

゛

(FJg。 2。 6 )が合成 さ薇て ,
一几複絆 な様オロ (Fな。2.5)

を呈するのである.

θl(′ )

θ2(″ )

Vibrations of Floating Structures : Chapter. 2

日寺亥1′ ―→
Fな。2.6
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