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１ 緒 論  
船に作用する浮力の中心「浮心」は，水面下の

体積（排水体積）を水で置き換えた重心（即ち，水

面下の幾何学的形状の体積中心）に等しいことは，

造船学上，否，物理学上の周知の事実である。  
Archimedes の原理  (1) が教える浮力は，静水圧

の圧力積分によって明快に求められるが，浮心位

置については，物理学  や水理学，造船学や航海力

学など，どの教科書（例えば，その 1 (2)
 の参考文献

(2)～(17) ）にも，水面下の体積を水で置き換えた

重心位置であると記述されていて，静水圧による

圧力中心としての説明は見当たらない。  
そんな状況の中，2007 年に，この舟艇技報上で

小松  (3) によって，「浮心≠圧力中心？」の問題提起

が成され，日本船舶海洋工学会の推進性能･運動性

能  合同研究会等で，瀬戸(4),(5)，鈴木(勝)(6)，芳村･

安川(7)，小松(8)，薮下(9)，慎(10)らによって，活発に

議論が成された。  
 

この問題に対して，著者は 2018 年に，鉛直方向

の圧力中心を定められない原因は，直立状態では  

水平方向の力が平衡してゼロになるためであると

考え，その打開策として，船をだけ横傾斜させ

た状態で，静水圧を圧力積分し，船に固定して傾

斜した座標系に関して，作用する力とモーメント

を計算した。 その場合，合力の両成分ともゼロに

ならないことから，傾斜時の圧力中心を決定し得

ることを示した。 その結果を， 0  とすること

で，圧力中心が，直立状態での水面下の図心，即

ち，周知の浮心に一致することを，矩形断面(11)  に  

続いて，任意の横断面形状(12)  について証明し，本

技報で，その 1 
(2)

 として紹介した。 

この問題については，一色(13)  や  藪下(14)  は，重

力の作用方向を，鉛直方向から傾斜させることに

より，「浮心＝圧力中心」であることを示した。 そ

の後，藪下ら(15)は，浮体や重力の作用方向を傾斜

させるのではなく，座標系のみを傾斜させること

で，同様の結論が得られることを示した。 一方，

鈴木(勝)(16)  ，小松(17),(18)  ，一色(19)  ，藪下ら(20)  が，

種々のアプローチで，この問題に対して検討を加

え，議論も深まってきた。  
このような状況を止揚し，著者は，浮体の典型

的な形状として，三角柱(21)  や，傾斜しても水面下

の形状が変化しない半没円柱  
(22)  について，更に，

没水円柱(23)  についても，同様な手法で「浮心＝圧

力中心」であることを例証した  。  
最近，著者は  任意形状の没水体に対して，

Gauss の積分定理を用いて，「浮心＝圧力中心」で

あることを証明した(24)。 加えて，任意形状の浮体

についても，同様に Gauss の定理を用いることに

より，その 1 
(2)

 よりも  容易に証明し得ることを，

航海学会誌に公表した(24)。   

本技術資料では，上記の任意形状の没水体と浮

体に Gauss の積分定理を用いた「浮心＝圧力中心」

の証明を，その 3 として舟艇協会の会員の皆様に，

紹介させて頂く次第である。     
２ 没水体の圧力中心 PC の位置決め    

図 1 は，任意形状の物体が，頂部までの深度 f

の位置に没水した状態で，その頂部回りに右舷側

に だけ横傾斜した横断面を示す。 
 

没水体の頂部に原点 oを置き，  軸を鉛直下向
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きに取った空間固定座標系を o  ，物体に固定

して時計回りに  だけ回転した座標系を o y z

とする。 
 

没水体表面 ( , )y z での水深 fZ は， 

( , )

( tan ) cos

( cos sin )

fZ f y z

f z y

f z y



 
 

 

  
    ････････････(1) 

用いると， 

0

0

0

( , )

( , )

fp p Z

p f y z

p f p y z



  



 

  

    ･･････････････(2) 

のように書ける。ここに，右辺の pは， 

0( , ) ( )

( , )

( cos sin )

p y z p p f

y z

z y



 
  

   


   ･････････(3) 

で定義した，没水体頂部 oでの静水圧 0p f に

対する相対圧である。 図 1 に示す圧力は，この p

であり，没水体表面に対して垂直な n方向に作用

し，没水体頂部では 相対圧ゼロである。 
 

このとき，没水体表面に立てた，外向きの単位

法線ベクトル nを， 

y zn n n j k  ･････････････････････(4) 

図 1 横傾斜した没水体に作用する静水圧 0( )p p p f   の分布と圧力中心 
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と書き， ,y zn n は，それぞれ，没水体固定の ,y z

方向に対する方向余弦である。 
 
 
 
 
 
 

2 . 1 没水体に働く静水圧による力の 

y 成分 yF と z 成分 zF  
 

没水体表面に働く，静水圧による力の y 方向成

分 yF と z 方向成分 zF は，(2)式に示す p の ,y z

それぞれの成分を，  

( )

( )

0

0

( ( , ))

( ( , ))

y yc

z zc

F p f p y z n d

F p f p y z n d













   


   











･･(5) 

のように，線素を d として，没水体表面の全周
( )c  に亙って，圧力積分することにより求まる。 

 

実際，相対圧 pに(3)式を用いることにより，

yF は， 
 

 ( )

( )

( ) ( )

0

0

( cos sin )

( )

cos sin

y yc

yc

y yc c

F p f z y n d

p f n d

z n d y n d





 

   



   

    

 

 




 





 




   

･････(6) 
によって， zF は，  

 ( )

( )

( ) ( )

0

0

( sin cos )

( )

sin cos

z zc

zc

z zc c

F p f y z n d

p f n d

y n d z n d





 

   



   

    

 

 




 





 




   

･････(7) 
によって，計算できる。 
 

この周回積分に対して，2 次元（ y z 平面）Gauss

の積分定理 

( , )

( , )

yc A

zc A

u
u y z n d dA

y

v
v y z n d dA

z

   
 
 

 

 








 ･････････(8) 

を適用して，面積分に変換すれば，(6)式の yF は， 

( )

( ) ( )

( )

0

( )

( )

cos sin

sin sin

y A

A A

A

p f
F dA

y

z y
dA dA

y y
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

 







   

   



 



 

 
 

 



 

  

のように，(7)式の zF は， 

( )

( ) ( )

( )

0

( )

( )

sin cos

cos cos

z A

A A

A

p f
F dA

z

y z
dA dA

z z

dA A



 







   

   



 



 

 
 

 



 

  

のように，それぞれ没水体の面積 ( )A  と横傾斜角

 によって定まることが分かる。これは，(9)  , (10) 

両式ともに，第 1 項と第 2 項は，被積分関数がゼ

ロになって，消失した結果である。 
 

このことから，没水体に働く力は，大気圧 0p や 

没水深度 f に依らないことが分かる。 
 

また，次節(11)式の結果により， ,y zF F  は，そ

れぞれ，鉛直上方向に働く浮力 F  の y 成分と z

成分として得られている。 
 
 

2 ..2  方向と 方向の合力F   ,F   
 

前節(9), (10)式で求めた yF , zF を用いて，水平

成分（  方向）の F  と，鉛直成分（  方向）の

F  を求めると， 
 

( )

( ) 2 2

( )

cos sin

(sin cos cos sin )

0

cos sin

(cos sin )

y z

z y

F F F

A

F F F

A

A











 

    

 

  


  

  

  


    
 
  
  
 

･･･(11) 

のように，圧力積分による合力として，水平成分

F  は生じないことが分かる。 
 

  

鉛直成分 F  は，水の比重量  と没水体の横断

面 積 ( )A  の 積 となっていて，Archimedes の原

理 (1)  が教える通り，鉛直上向きに生じる浮力そ

のものである。 
 
 

2 . 3 ,y z方向の圧力 

によるモーメント ,y zM M  
 

没水体表面に働く静水圧による，原点 oに関す

る反時計回りのモーメント oM は，その 1 
(2) と同

様，大串(25)
 がローリングゲートの例題に用いた水

理学の手法に基づけば， y 方向の圧力成分によ

る時計回りモーメント yM と， z 方向の圧力成

分による反時計回りモーメント zM を重畳するこ

とにより，  

･

･･････(10) 

･･････(9) 
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  o y zM M M  ･･･････････････････(12) 

によって，求め得る。   

ここに， ,y zM M は，それぞれ ,y zF F  を求め

る(5)式に，モーメントのレバーとして， z 或いは

yを乗じて積分することにより， 
 

( )

( )

0

0

( ( , ))

( ( , ))

y yc

z zc

M p f p y z z n d

M p f p y z y n d









    


    











･･(13) 

 

によって計算できる。 
 
 

実際，力 ,y zF F  の場合と同様に，相対圧 pに

(3)式を用いることにより， yM は， 
 

 ( )

( )

( ) ( )

0

0

2

( cos sin )

( )

cos sin

y yc

yc

y yc c

M p f z y z n d

p f z n d

z n d y z n d





 

   



   





 




 

   

 

 



   

･････(14) 
によって， zM は， 
 

 ( )

( )

( ) ( )

0

0

2

( sin cos )

( )

sin cos

z zc

zc

z zc c

M p f y z y n d

p f y n d

y n d y z n d





 

   



   





 




 

   

 

 



   

･････(15)  

によって，計算できる。 この周回積分に対して，

2. 1 節の力 ,y zF F  の場合と同様，(8)式の Gauss の

積分定理を適用して，面積分に変換すれば，(14)式

の yM は， 

( )

( ) ( )

( )

0

2

( )

( )
cos sin

sin

y A

A A

A

z
M p f dA

y

z yz
dA dA

y y

z dA



 





   

 


 



 
 

 





 

  

 

のように， y 軸に関する面積モーメントに比例し

て， (15)式の zM は， 

( )

( ) ( )

( )

0

2

( )

( )
sin cos

cos

z A

A A

A

y
M p f dA

z

y yz
dA dA

z z

y dA



 





   

 


 



 
 

 





 

  

のように， z 軸に関する面積モーメントに比例し

て，定まることが分かる。これは，(17)  , (18) 両式

ともに，第 1 項と第 2 項は，被積分関数がゼロに

なって，消失した結果である。 
 
 

2 . 4 没水体の圧力中心 PC の位置決め 
 

2. 1 節で求めた静水圧による力 ,y zF F  は，圧力

中心 PC ( , )P Py z に働くことになるから，2. 3 節で

計算したモーメント ,y zM M は，それぞれ， 

y y P

z z P

M F z

M F y





 


 
 ･･････････････････(18) 

のように書くことができ， (12)式の全モーメント 

は， 

o y P z PM F z F y     ･････････････(19) 
 

によって計算できる。このとき， PC 回りのモーメ

ント
PC

M は， 

0 0 0
PC y zM F F        ･･････(20) 

のように ゼロとなって， PC が静水圧の圧力中心 

であることを示している。 
 

この圧力中心 PC の座標 ( , )P Py z は，(18)式によ

って定め得る。 y座標 Py は， zF と zM に，それ

ぞれ (10), (17)式を用いて， 

 

( )

( )

( )

( )

cos

cos

1

z A
P

z

GA

y dAM
y

F A

y dA y
A









 

 

 

 



 ･････････(21) 

のように，z座標 Pz は， yF と yM に，それぞれ(9), 

(16)式を用いて，  

 

( )

( )

( )

( )

sin

sin

1

y A
P

y

GA

z dAM
z

F A

z dA z
A









 

 

 

 



 ･･････････(22) 

のように決定され， Py は z軸に関する面積モ－メ

ントを， Pz は y軸に関する面積モ－メントを，そ

れぞれ没水体の面積 ( )A  で除した形で，図心の座

標 ( , )G Gy z として得られている。 式中， ,P Py z  共

に分母･分子で，比重量  と傾斜角  が相殺され

て，結果は に依らないことから，没水体は傾斜

しても，常に圧力中心 ( , )P Py z は，その図心位置

･･････････････････(16) 

････････････････(17) 
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( , )G Gy z ，即ち，周知の浮心に一致することを  示

している。 
 

特に， Pz は，(22)式に示す通り，傾斜角 0
でのゼロ因子 sin が，分母と分子で相殺するこ

とで得られている。 当初から， 0  として直立状

態で計算すれば，分母の yF も分子の yM も，共に

平衡してゼロとなるから  不定形となって， Pz を

確定できない。 これが，没水体の場合も，浮体の

場合  (2), (11), (12), (21), (22)  と同様，横傾斜させることで，

z方向の圧力中心位置を P Gz z として，確定で

きた所以である。 
 

これに対し，(21)式の Py は， 0 としても，

分母の zF は浮力の余弦成分として有限値を取る

から，当初から直立状態で計算しても， P Gy y

として，求まる訳である。 
 
 
 
 
 
   

３ 任意形状の浮体に対する別証明 
 

前章で 没水体に用いた Gauss の積分定理を，そ

の 1 (2)  で証明した 任意形状の浮体に対しても適用

することで，別証明を展開する。 
 

図 2 は，任意形状の浮体が，右舷側に だけ横

傾斜した横断面を示す。 
 

静水面中央に原点 oを置き，浮体に固定して傾

斜した座標系を o y z ，空間 に固定 し た座標系

を とする。また，浮体表面に立てた，外向

き の 単 位 法 線 ベ ク ト ル を ， (4) 式 と 同 様 ，

y zn n n j k とし， ,y zn n は，それぞれ，浮体固

定の ,y z方向に対する方向余弦である。 
 

図中，大気圧を破線，静水圧を実線で示してい

て，全て，浮体表面に対して垂直な n方向に作用

する。 
 

浮水表面 ( , )y z での水深  は，図 2 より， 
 

( , ) ( tan ) cos

cos sin

y z z y

z y

  
 

 
   ･･･････････(23) 

であるから，第 2 章と同様，大気圧を 0p ，水の比

重量を  と書けば，静水圧 pは， 

0( , ) ( , ) p y z p y z   ･････････････(24) 

で定まる。 
 
 

3 . 1 浮体に働く静水圧による力の 

y 成分 yF と z 成分 zF  
 

浮体表面に働く力の y 方向成分 yF と z 方向

成分 zF は，それぞれ (24)式の静水圧 p の y 及び

z 成分を，図 2 に記すように，浮体の空中部の経

路を (0)c ，水中部の経路を ( )c  と書いて，圧力積分

することにより， yF は， 

( 0) ( )

(0) ( ) ( )

0 0

0

( )y y yc c

y yc c c

F p n d p n d

p n d n d



 

 

 





  

 

 

 

 

  ････(25) 

によって， zF は，  

(0) ( )

( 0) ( ) ( )

0 0

0

( )z z zc c

z zc c c

F p n d p n d

p n d n d



 

 

 





  

 

 

 

 

  ････(26) 

によって，それぞれ 0p に関する浮体全周 (0)c + ( )c 

に亙る周回積分と， に関する水面下の浮体表面
( )c  での線積分の和で求まる。 

 

ここに，静水面（軸）上では 0  だから，第

2 項に静水面上の経路 ( )WLc に関する積分項を追加

しても 等号関係は崩れず，その結果として，水面

下 ( )c  + ( )WLc の周回積分として表記できるから，

yF については， 
 

( 0) ( )

( ) ( )

( 0) ( ) ( ) ( )

0

0

WL

WL

y yc c

y yc c

y yc c c c

F p n d

n d n d

p n d n d





 

   

 

 

 



 

 



 
 



 

 



   (27) 

のように， zF については， 
 

(0) ( )

( ) ( )

(0) ( ) ( ) ( )

0

0

WL

WL

z zc c

z zc c

z zc c c c

F p n d

n d n d

p n d n d





 

   

 

 

 



 

 



 
 



 

 



   (28) 

 

のように，それぞれ 2 経路の周回積分の和として，

書き表わすことができる。 
 

結果，それぞれの周回積分に対して，第 2 章の

没水体の場合と同様，(8)式の Gauss の積分定理を

適用できて，浮体の空中部の面積を (0)A ，水中部

の面積を ( )A  と記せば，(27)式の yF は， 

o 
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(0) ( ) ( )

( )

0
y A A A

A

p
F dA dA

y y

dA
y

 







 

 
 

 





 

  

のように，(28)式の zF は， 
 

(0) ( ) ( )

( )

0
z A A A

A

p
F dA dA

z z

dA
z

 







 

 
 

 





 

  

のように，水中部の面積 ( )A  に関する面積分に変

換できる。  これは，式中それぞれ  第 1 項の 0p に

関する積分は，被積分関数がゼロとなって，消失

した結果である。  
 

更に，水深  に関して  (23)式を用いれば，(29)式

の yF は， 

( )

( )

( )

( cos sin )

sin sin

y A

A

z y
F dA

y

dA A







 

   



 




 



   ･･････(31) 

のように，(30)式の zF は， 

( )

( )

( )

( sin cos )

cos cos

z A

A

y z
F dA

z

dA A







 

   



 




 



   ･･････(32) 

のように計算でき，浮体の水面下の面積 ( )A  と横

傾斜角 によって定まり，大気圧 0p には依らない

ことが分かる。 
 

また，次節(33)式の結果により， ,y zF F  は，そ

図 2 横傾斜した浮体に作用する静水圧の分布と圧力中心 

･･････････････････(29) 

･･････････････････(30) 

 

 

( )c 

( )c 

yF

zF

n

n

n

n

n

n
zn

yn

yn

zn

0p

0p

0p

tany 

z



z

y





o

F 

PC

 






Py

Pz

(0)c

y

( )WLc

(0)A

( )A 

in Air

in Water
in Water

0on  

0( )p   n
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れぞれ，鉛直上向きに働く浮力 F  の y 成分と z

成分として得られている。 
 
 

3 . 2  方向と 方向の合力F   ,F   
 

前節(31), (32)式で求めた ,y zF F  を，水平成分

（  方向） F  と，鉛直成分（  方向） F  に変

換してみると， 
 

( )

( ) 2 2 ( )

cos sin

(sin cos cos sin ) 0

cos sin

(cos sin )

  

  

  


     


  


   

y z

z y

F F F

A

F F F

A A







 

 

    

 

   

(33) 

 

となる。 静水圧の圧力積分による合力として，浮

体が左右非対称な場合でも，水平成分 F  は生じ

ず， 鉛直成分 F  は，水の比重量  と浮体の水面

下 の 横 断 面 積 ( )A  の 積 と な っ て い て ，

Archimedes の原理(1)が教える通り，鉛直上向き

に生じる浮力そのものであることは，(11)式の没

水体の場合と同様な状況である。 
  

3 . 3 ,y z方向の圧力 

によるモーメント ,y zM M  
 

浮体表面に働く静水圧による，原点 oに関する

反時計回りのモーメント oM は，2. 3 節の没水体の

場合と同様， y 方向の圧力成分による時計回り

モーメント yM と， z 方向の圧力成分による反

時計回りモーメント zM の和として， 

  o y zM M M  ･･･････････････････(34) 

によって，計算することができる。 
 

,y zM M は，それぞれ，(25), (26)式にモーメン

トのレバーとして， z 或いは yを乗じて積分する

ことにより， 

(0) ( )

( 0) ( )

0 0

0 0

( )

( )

y y yc c

z z zc c

M p z n d p z n d

M p y n d p y n d





 

 

 

 

    

   


 

 
 (35) 

によって，求めることができる。 
 

ここに， ,y zF F  のときと同様に， 0p に関する
(0)c と ( )c  の径路を纏め，積分値がゼロとなる 

に関する静水面上の経路 ( )WLc の項を追加するこ

とにより， yM については， 
 

(0) ( )

( ) ( )

( 0) ( ) ( ) ( )

0

0

WL

WL

y yc c

y yc c

y yc c c c

M p z n d

z n d z n d

p z n d z n d





 

   

 



 



 

 



 
 



 

 



   

･････(36) 
のように， zM については， 
 

(0) ( )

( ) ( )

(0) ( ) ( ) ( )

0

0

WL

WL

z zc c

z zc c

z zc c c c

M p y n d

y n d y n d

p y n d y n d





 

   

 



 



 

 



 
 



 

 



   

･････(37)  

のように，それぞれ 2 経路の周回積分の和として，

表記できる。 
 

この周回積分に対して，3. 1 節の ,y zF F  の場合

と同様，(8)式の Gauss の積分定理を適用して，面

積分に変換し，水深  に関して (23)式を用いれば，

(36)式の yM は， 

(0) ( ) ( )

( )

( )

0

2

( )

( cos sin )

sin



 
 

 

 






 





y A A A

A

A

z z
M p dA dA

y y

z yz
dA

y

z dA

 







 

   

 

のように，(37)式の zM は， 

(0) ( ) ( )

( )

( )

0

2

( )

( sin cos )

cos

z A A A

A

A

y y
M p dA dA

z z

y yz
dA

z

ydA

 







 

 



 
 

 

 






 



  

 

のように，それぞれ浮体の水中部面積 ( )A  の y軸，

或は， z軸に関する面積モーメントに比例して得

られる。これは，両式中で，第 1 項の 0p と ( )A  に

関する第 1 項の面積分が，消失した結果である。 
 
  

3 . 4 浮体の圧力中心 PC の位置決め 
 

圧力中心 PC の位置決め ( , )P Py z をするには，2. 4

節の没水体の場合と同様に， y座標 Py は， z 方向

の圧力による合力 zF とモーメント zM により，

(32), (39)式を用いて， 

････････････････(38) 

････････････････(39) 
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 

( )

( )

( )

( )

cos

cos

1

z A
P

z

GA

y dAM
y

F A

y dA y
A









 

 

 

 



  ････････(40) 

のように， z座標 Pz は， y方向の圧力による yF

と yM により，(31), (38)式を用いて， 

 

( )

( )

( )

( )

sin

sin

1

y A
P

y

GA

z dAM
z

F A

z dA z
A









 
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 

 



  ･････････(41) 

のように，決定される。この結果， Py は浮体の水

面下の面積 ( )A  の z軸に関する面積モ－メントを，

Pz は ( )A  の y軸に関する面積モ－メントを，それ

ぞれ 面積 ( )A  で除した形で得られている。このこ

とは，傾斜状態の浮体の圧力中心 ( , )P Py z が，明

らかに，その水面下面積 ( )A  の図心位置 ( , )G Gy z ，

即ち，周知の浮心に一致することを示している。 
 

特に，(41)式の Pz については，2. 4 節の文末でも

詳述したように，浮体を だけ傾斜させることに

よって求め得たものであるが，この帰結を，その

1 (2)  よりも容易に導き得たのは，浮体に固定して

傾斜した o y z 座標系に対して，Gauss の積分定

理を適用したことによる。 
 
 
 
 

４ 結 論 
 

本稿では，任 意形状 の没水 体について，その

1 (2)  の浮体と同様に，物体を横傾斜させる手法を

展開し，圧力積分には Gauss の積分定理を適用す

ることによって，静水圧の圧力中心が，周知の浮

心位置に一致することを証明した。 

 

加えて，任意形状の浮体についても，同様に

Gauss の定理を適用することにより，その 1 (2)  よ

りも 容易に「浮心＝圧力中心」であることを，証

明し得ることを示した。 
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附 録  
 

第 3 章で示した任意形状の浮体の最も単純化し

た例として，矩形断面の浮体を横傾斜させて「浮

心＝圧力中心」を証明する内容(11)  を，著者の勤務

校  の「  船体復原論  」で，船舶工学コース(28)  の 2 年

生に，講義しています。 
  

昨今の遠隔講義の気運で，その様子を前半  
(29)  と

後半(30)  の 2 回に分けてビデオで撮影して，オンデ

マンド教材を作成し，YouTube 動画としてアップ

ロードしていますので，興味のある方は，ご覧に

なってみて下さい。 
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